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Metodo Monte Carlo

® Sao algoritmos para simular o
comportamento de sistemas estocasticos.

® Os sistemas estocasticos podem ser:

— complexos (tais como simular os efeitos de
terremotos para efeito de calculo de risco
atuarial)

— ou simples (tais como gerar valores de uma
variavel aleatoéria X)

® Métodos de simulacao Monte Carlo: existem
desde que ... ?7??

® Parece que existem desde sempre... 3



Inventando Monte Carlo

® Os inventores do método Monte Carlo foram
— Stanislaw Ulam, um matematico poloneés.
— John von Neumann

® Ambos trabalhavam no Projeto Manhattan
dos EUA durante a Segunda Grande Guerra.

® Ulam é famoso for planejar a bomba de
hidrogénio com Edward Teller em 1951.

® John von Neumann dispensa apresentacoes.

® Eles inventaram o método Monte Carlo em
1946-1947

® Em 2007: 60 anos da criacao de Monte Carlo



11E INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY
SC1IQOL OF MATUMEMATICS
PRINCETON, NEW JEASEY

May 21, 1947

Mr. Stan Ulam
post Office BOX 1663

santa Fe
New Mexico

Destinatario

Dear Stan,

Thanks for your letter of the 19th. I need not tell you that Klari

and I are looldng forward to the trip and visit at Los Alamos this Summer.
I have already received the necessary papers from Carson Mark. I filled
out and retwrned mine yesterday; Klarits will follow today.

I am very glad that preparations for the random mymbers work are to

begin soon. In this connection » I would like to menticn this: Assume
that you have several random number distrlbutlona, each W\:\i isiributed in Aqui Von Neumann descreve O método
ﬂ/ ¢ olx ’) {V / (= -~ . Assume that you want one with the >

' de Ulam: gerar X ~ F-!(U) onde F

distribution function (density) ‘f/ £)AF (£ . Ooneway tsg |
IR B ¢ o acumulada de X e U ~ Unif(0,1)

form it is to form the cumulative distnbution function:

to tvert 1t A (X = § = <2 /f) ,andtofora §7_ L)
with this xS s Or scme approximant polynomial. This is, as I see, the

methed that you have in mind.
An alternative, which wcrks if f and all values of Z i f / lie in

Aqui, von Neumann descreve o

0, 1, is this: Scan pairs y and use or reject x| . v! agcording . ..

towhether y'< flx') ornot. In the first case, put £ 7 * seu metodo de aceitagdo-rejeicao

in the second csse form no fd at that step. . . .
pela primeira vez como uma alternativa

The second methed may occasionally be better than the first one. In

some cases combinations of both may be hest; e.g., form random pairs
? = . &, w= a5
The obvious way consists of

with X equidistributed between 0° and 300°.
This is clearly closely

using the sin -~ cos - tables (with interpolation).
related to the first method. This is an alternative procedure:

2
Put )S: )’21-;_2—_’ ?=++'-th; / zL:z[j?/
with y (which is ’5‘) equidistributed between 0° and 180°.
Then theg % will have to be replaced randomly by %7, § and egain by + §,i ¥ .
It 45 also feasible with

Restrict ¥ to 0%te 45°.

This can be done by using rendom digits 0, . . , 7.



igits 0, . . , 9:

f'andom

0  Heplace ;/ -\7 by §<J i
L " =50
= Pl
5t .
= ) B &
> "’ ey 25
2 : e ff
7 " o R 7iF
8 Reject this digit

9 13 n "

!

Now £ =79 9 , 75 & 45 lies between 0 24 1, and its distri-
. Hence one may pick Palrs of numbers Z,5

bution functien is 7+
both (independently) equidistributed between 0 and 1+ &nd then

Lse } far EILTR) EE ]
regect £, 3 2 wol |
P AT f%ﬁ FlER=) 8 2
Fr's sf‘e/z
Of course, the first mirv =~quires a divider, but the method may stiil
be worth keeping in mind, eSpecially when the ENIAC is 2vailsble.

Fith best regards from house to house. ,
O e, E uma carta de apenas
Pl duas paginas.

Ji eumann

JYH MW




Stan Ulam e Metropolis

¢ Stanislaw Ulam sofreu uma cirurgia no
cérebro em 1946 e inventou o método
Monte Carlo enquanto convalescia.

® O primeiro artigo sobre o método
apareceu em 1949 no Journal of the
American Statistical Association.

® Ele tinha Metropolis como co-autor (mas
nao von Neumann).

7
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THE MONTE CARLC METHOIY

Nicmopas Mertnorons axp 5, Unau
Loa Alamos Laboralory

We shall present here the motivalion and & genemnl deserip-
tion of & method desling with & cless of problams in mathae-
matical physics, The method s, essentinlly, n statistieal
approach io the study of differential eguations, or more
generally, of integro-differentinl equations that oceor in
varous branches of the naiural selences,

LREADY in the nineteenth century a sharp distinetion began to ap-
LA pear between two different mathematical methods of treating
phyeical phenomena. Problems involving only a few particles were
gtudied in classical mechanies, through the study of syatems of ordinary
differential equations, For the description of syatema with very many
particles, an enti different technique was used, namely, the method
of atatistical mechanics, In thiz Intter approsch, one does nob coneen-
trate on the individual pa e but studies the properties of sels of
parficles. In pure mathematics san intensive study of the properties of
gets of points was the subject of a new feld, This is the so=called theory
of sets, the basic theory of integration, and the twentieth century de-
velopment of the theory of probahilities prepared the formal apparatus
for the use of such models in theoretical physics, ie., description of
properties of appregates of points rather than of individual points and
their coordinates,

Hoon after the development of the caleulus, the mathematical ap-
paratus of partis]l differential equations was used for dealing with the
problems of the physies of the continuum. Hydrodyoamics is the most
widely known field formulated in this fashion, A little later came the
treatment of the problems of heat conduction and still later the feld
theories, like the electromagnetic theory of Maxwell. All this is very
well known. It is of course important to remember that the study of the

FE5

* O primeiro artigo...

® E o resto é historia...



Testes estatisticos de hipoteses

® Considere uma sequéncia de variaveis
aleatorias X,,...,X_ (ou um processo

estocastico em R?ou R3....)

® Deseja-se testar uma hipétese sobre a
distribuicao conjunta dessas variaveis.

® Por exemplo, deseja-se testar se um
processo pontual em R?, observado
apenas num poligono A, € um processo
de Poisson homogéneo

9



Algum (ow alguns) desses padroes fo1
gerado por um processo de Poisson
homogeneo ?




Quais sao agregados e quais sao gerados
por Poisson homogéneo ?

TODOS SAO POISSON.
NENHUM E AGREGADO.



Funcao K de Ripley

12



Funcao K de Ripley

® Definicao da funcao K:

® Como estimar a partir do mapa ?

® A partir do numero médio de vizinhos a
distancia h:

13



Funcdo K de Ripley

® Estimativa:

onde é a distancia entre os eventos iej
em R que possui R e é1se e
0, caso contrario. e correcao de fronteira:
proporcao da circunferéncia centradaem e
passando em j que esta na regiao de
estudo.

14



Funcdo K de Ripley

® Grafico da funcao K(h) versus h:




Endireitando a funcao K

® Sob reqularidade,
® Com aglomerados, _
® Assim, plot L(h) versus h onde

e procure ver se existem picos
positivos e vales negativos. Se
Poisson Homogéneo, L(h) = 0 para
todo h.

16



Exemplo de funcao L(h)

Envelopes para teste

Processo de Poisson




Exemplo de funcao L(h)

Processo Neyman-Scott




Teste de hipotese usando a fung¢ao L

® Suponha um padrao com 87 pontos

® Usar 1000 simulacoes de 87 eventos
aleatorios de acordo com PPH na regiao

® Para cada padrao simulado, calcular a
funcao L(h) associada

® Construir envelopes superiores e
inferiores com os percentis 2.5% e
97.5% das 1000 L(h)’s em cada h

19



Construindo os envelopes

Primeiro
padrao
aleatorio




1000 Curvas L(h) simuladas

. : Primeiras 100 curvas
Primeiras 35 curvas simuladas :
simuladas
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Testes Estatisticos de Hipotese

Observa-se seqiiéncia aleatoria X, ..., X

n

Calcula-se uma estatistica T = T(X,, ..., X )

Valores grandes de T levam a rejeicao de certa
hipotese H, (hipotese nula)

Calcul

Calcul

a-se a distribuigcao de T sob a hipotese nula.

la-se 0 realmente valor observado t da variavel T

na seq

uencia X, ..., X 5



Distribuicao de T sob H,

densidade fit)




Valor t realmente observado de T

Compativel com a hipotese nula

pray
promng
ekl
=
AN
=
[ay]
=
o
L=




Outro cenario ...

OU H, ¢ verdade e um evento extremo ocorreu OU H nao € verdade

densidade fit)




P-valor

densidade f(t)




P-valor como resumo do teste

*T=T(X,, ..., X,) € a estatistica de teste

®SejaF (t|H,)=P(T=<t|H)a
distribuicao acumulada de T SOB H,

®t .. eovalorrealmente observado de T
¢ P'Valor é P(T > tobsl HO ) = 1 = FT(tobsl HO)
® Se P-valor é pequeno, rejeitamos H,

® Pequeno significa menor que a,
tipicamente menor que 0.05 ou 0.01 .,



Para que um teste Monte Carlo?

® P-valoreP(T>t _|H,)=1-F.(t,.|H)

® Mas nem sempre conseguimos obter a
distribuicao F.(t) de T analiticamente ou mesmo de
forma aproximada.

® Mas as vezes conseguimos SIMULAR por Monte
Carlo a distribuicao de T sob H,

obs

® Isto é, geramos tantos valores de T quanto
quisermos sob H,

® Faca um histograma dos valores obtidos e isto da
uma excelente idéia do que é a densidade de T



Simulando T e fazendo histograma

29



3- Teste Monte Carlo Convencional

- Genericamente, atende aos casos em que a distribui¢do da
estatistica de teste, sob H,, ndo € conhecida. Se baseia em gerar

m-1 Estatisticas t’s sob H, usando-se a propria amostra. A
estimativa do valor-p por este procedimento ¢€:

n° de estatisticas t.’s excedendo u.

A inconveniéncia deste procedimento esta relacionada a
escolha de m (geralmente 1000). Pode tornar-se custoso
computacionalmente. Seria necessario gerar
m-1t’s?

30



4-Teste Monte Carlo Sequencial
BESAG AND CLIFFORD (1991)

Interpretacao intuitiva da
proposta sequencial

31



4- Teste Monte Carlo Seqiiencial
BESAG AND CLIFFORD (1991)

-Se baseia em gerar Estatisticas t’s sob H, at¢ que sejam
obtidos A t’s maiores ou iguais a u ou at€¢ que o n° de

simulagoes atinja n-I. A estimativa do valor-p por este
procedimento €:

I: N° de simulagdes no momento em que observou-se /4 ¢, s>u.

g : N° de t1’s excedendo u.

-Sob a hipotese nula, o valor-p obtido desta forma ¢ exato, e
tem uma distribuicao discreta uniforme em: 32



5- Escolha de » no Procedimento
Sequencial

No procedimento descrito na se¢ao 4 a escolha de n ¢
feita de maneira arbitraria, sem que sejam observadas as
probabilidades dos erros tipo I e tipo II. E possivel mostrar que
se fizermos:

* O nivel de significancia nao ¢ afetado;
* O poder se mantém constante.

33



5- Escolha de 7 no Procedimento
Sequencial MC

Entao, seria conveniente usarmos
pois para os casos em que H, e falsa, o tempo

de execucao do procedlmento é reduzido
significativamente, sem perda de poder e com o
mesmo nivel de significancia.

Por exemplo, para h = 5:
n E(L) sob H,

1001 31
101 19 3



6- Escolhas de m no MC
convencional

* Para que o procedimento MC convencional tenha poder
maior que zero, € NECESSArio que 7 seja no

minimo 1/d. Por exemplo, para 0=0.01, n deve ser no
minimo 100.

*Devemos sempre escolher # como multiplo de 1/a.
Para 0=0.01, n deve ser sempre multiplo de 100, pois do
contrario, o procedimento possivelmente tera um poder
inferior a um outro que apresenta tempo de execugao inferior.

35



7- Comparacao dos poderes dos testes

Monte,Carlo,convencional € seqiliencial

7.1- Equivaléncia em poder

Qual é o esquema seqliiencial que
corresponde, em termos de poder, ao
teste de Monte Carlo convencional?

Para a e m fixos, os poderes dos
testes sequencial e convencional sao
exatamente iguais se h = am.

36



7- Comparacao dos poderes dos testes Monte

Carlo convencional e sequiencial
7.2-Cotas para a diferenca de poder

Mostrou-se que, os limites de variacao da expressao abaixo, representam
cotas para a diferenca de poder entre MC convencional e seqliencial.

37




7- Comparacao dos poderes dos testes

Monte Carlo convencional e sequencial
7.2- Cotas para a diferenca de poder

— m1=100 ou h=5
— m2=1000 ou h=50
= m3=10000 ou h=500

Fower Function

\

l l I l I l l
0.00 002 0.04 0.06 0.08 010 012

p




8- Analise Empirica do Poder

Abordagem 1: Gerar dados sob condi¢Oes controladas e aplicar a
estatistica Varredura espacial com MC convencional e sequencial.

* Mapa do acervo Satscan com 32 areas;
* Estrategia de simulacgao
- Fixar cenario a partir da razao p/r ;

- Simular 1000 amostras de casos para cada cenario,
induzindo um conglomerado por amostra;

- Verificar o percentual de vezes em que se rejeitava a
hipotese nula ao se utilizar o teste seqliencial, com um
- . . ~ . 39

nivel de significancia de 5%.



8- Analise Empirica do Poder — Abordagem 1

Monte Carlo Convencional




8- Analise Empirica do Poder

Abordagem 2: Utilizagao dos dados do acervo Benchmark,
que pode ser obtido no endereco www.satscan.com.

Aplicando-se o procedimento seqiiencial, para
as mil primeiras configuracoes, a hipotese nula foi
rejeitada 87.4% das vezes, e aplicando-se o teste de
varredura espacial convencional, rejeitou-se a
hipotese nula para 88.4% das configuragcoes. Uma
diferenca de 0,01 entre os poderes.

41



9- Analise Empirica do Tempo de
EXecucao

O 1nteresse € verificar a vantagem que constitui, em
termos do tempo de execu¢ao do teste Monte Carlo, utilizar o
teste seqiiencial em substituicao ao convencional.

Aplicou-se o teste Varredura espacial no software
Satscan utilizando-se dados gerados aleatoriamente.

Para h=5, a = 0.05, n =101 e m =1000, o procedimento
convencional fo1 executado em 82 minutos, enquanto que para o
mesmo banco de dados, o seqiiencial seria operacionalizado em

no maximo 12 minutos. "



10- Discussoes

O uso do teste Monte Carlo seqiliencial, em
substitui¢ao ao convencional, ¢ vidvel e conveniente pois €

sempre possivel realiza-los com o mesmo poder, mas
com o seqiencial apresentando tempos de execugao

esporadicamente inferiores.

Também ¢ possivel formular testes seqiienciais
com tempos sempre inferiores ¢ que acarretam em

pouca diminuicao de poder, apresentando tempos de
execucao significativamente inferiores.

Poderiamos citar como exemplo de

substituicdo o teste Varredura espacial, que poderia
ser facilmente adaptado no software Satscan para obter o
valor-p via metodologia seqiiencial de MC. 43
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