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RoteiroRoteiro

1. Testes de Hipótese via Monte Carlo

2. Teste Monte Carlo Seqüencial

3. Escolha dos parâmetros de sintonia (tuning) 

4. Comparação dos poderes de testes seqüenciais 
e de tamanho fixo 

5. Análise empírica 
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Método Monte CarloMétodo Monte Carlo

São algoritmos para simular o 
comportamento de sistemas estocásticos.

Os sistemas estocásticos podem ser:
– complexos (tais como simular os efeitos de 

terremotos para efeito de cálculo de risco 
atuarial)

– ou simples (tais como gerar valores de uma 
variável aleatória X) 

Métodos de simulação Monte Carlo: existem 
desde que ... ????

Parece que existem desde sempre...
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Inventando Monte CarloInventando Monte Carlo

Os inventores do método Monte Carlo foram
– Stanislaw Ulam, um matemático polonês.
– John von Neumann

Ambos trabalhavam no Projeto Manhattan 
dos EUA durante a Segunda Grande Guerra.

Ulam é famoso for planejar a bomba de 
hidrogênio com Edward Teller em 1951. 

John von Neumann dispensa apresentações.
Eles inventaram o método Monte Carlo em 

1946-1947
Em 2007: 60 anos da criação de Monte Carlo



Aqui, von Neumann descreve o método 
de Ulam: gerar X ~ F-1(U) onde F 
é a acumulada de X e U ~ Unif(0,1)

Aqui, von Neumann descreve o 
seu método de aceitação-rejeição 
pela primeira vez como uma alternativa

Data

Destinatário



É uma carta de apenas 
duas páginas.
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Stan Ulam e MetropolisStan Ulam e Metropolis

Stanislaw Ulam sofreu uma cirurgia no 
cérebro em 1946 e inventou o método 
Monte Carlo enquanto convalescia.

O primeiro artigo sobre o método 
apareceu em 1949 no Journal of the 
American Statistical Association.

Ele tinha Metropolis como co-autor (mas 
não von Neumann).



• O primeiro artigo...

E o resto é história...
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Testes estatísticos de hipóteses Testes estatísticos de hipóteses 

Considere uma seqüência de variáveis 
aleatórias X1,...,Xn (ou um processo 
estocástico em R2 ou R3 .... )

Deseja-se testar uma hipótese sobre a 
distribuição conjunta dessas variáveis.

Por exemplo, deseja-se testar se um 
processo pontual em R2, observado 
apenas num polígono A, é um processo 
de Poisson homogêneo  
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Algum (ou alguns) desses padrões foi Algum (ou alguns) desses padrões foi 
gerado por um processo de Poisson gerado por um processo de Poisson 

homogêneo ?homogêneo ?



11

*

*

*
*

*

*

*

*
*

*
*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

* *

*

*

*

*

*

*

*
*

*

*

*

*

*
*

*

* *

*

*

*

*

*

*

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

***

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

* *

*

*

*

*
*

*

*

*

**

*

*

*

*

*

*
*

*

**

*

*

*

*

*

*

**

*
*

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

*

*

*

*

**
*

*

*

*

*

*
*

*

*
* *

*

*

* *

*

*

*

*

*
*

*

*

*

*

*

**

*

*

*

*

**

*

*
*

*

*

*

*

*
*

*

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

*

**

*

*

*

*

*
*

**
*

*

*

*

*

*

*

*

*

**

*

*
*

*

*

*

*
*

*

*

* *

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

Quais são agregados e quais são gerados 

por Poisson homogêneo ?

TODOS SÃO POISSON. 
NENHUM É AGREGADO.
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Função K de RipleyFunção K de Ripley

h
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Função K de RipleyFunção K de Ripley

 Definição da função K:

 Como estimar a partir do mapa ?
 A partir do número médio de vizinhos à 

distância h:  

K h =
1
λ

E  no eventos à distância≤h 

K h =
1

n
R

 no médio de vizinhos à distância h 
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Função K de RipleyFunção K de Ripley

 Estimativa:

onde         é a distância entre os eventos i e j 
 em R que possui R e            é 1 se              e 
0, caso contrário.      é correção de fronteira: 
proporção da circunferência centrada em i e 
passando em j que está na região de 
estudo.

K h =
1

n
R
 1

n
∑i≠ j

I h d ij 
wij


d ij

I h d ij  d ij≤h
wij



15

Função K de RipleyFunção K de Ripley

Gráfico da função K(h) versus h:  
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Endireitando a função KEndireitando a função K

Sob regularidade, 
Com aglomerados,  
Assim, plot L(h) versus h onde 

  e procure ver se existem picos 
positivos e vales negativos. Se 
Poisson Homogêneo, L(h) = 0 para 
todo h.

L h =
K h 

π
−h

K h π h2
K h π h2
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Exemplo de função L(h)Exemplo de função L(h)

Processo de Poisson
Envelopes para teste
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Exemplo de função L(h)Exemplo de função L(h)

Processo Neyman-Scott
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Teste de hipótese usando a função LTeste de hipótese usando a função L

Suponha um padrão com 87 pontos
Usar 1000 simulações de 87 eventos 

aleatórios de acordo com PPH na região  
Para cada padrão simulado, calcular a 

função L(h) associada
Construir envelopes superiores e 

inferiores com os percentis 2.5% e 
97.5% das 1000 L(h)’s em cada h 



Construindo os envelopesConstruindo os envelopes

Primeiro 
padrão 
aleatório

4 padrões sucessivos
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1000 Curvas L(h) simuladas1000 Curvas L(h) simuladas

Primeiras 35 curvas simuladas
Primeiras 100 curvas 

simuladas 
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Testes Estatísticos de HipóteseTestes Estatísticos de Hipótese

Observa-se seqüência aleatória X1, ..., Xn 

Calcula-se uma estatística T = T(X1, ..., Xn) 

Valores grandes de T levam a rejeição de certa 
hipótese H0 (hipótese nula)

Calcula-se a distribuição de T sob a hipótese nula.

Calcula-se o realmente valor observado t da variável T 
na seqüência X1, ..., Xn 
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Distribuição de T sob HDistribuição de T sob H00
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Valor t realmente observado de TValor t realmente observado de T

t

Compatível com a hipótese nula
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Outro cenário ...Outro cenário ...

t

OU H0 é verdade e um evento extremo ocorreu OU H0 não é verdade
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P-valorP-valor

t
Área = p-valor
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P-valor como resumo do testeP-valor como resumo do teste

T = T(X1, ..., Xn) é a estatística de teste
Seja FT(t | H0 ) = P(T ≤ t | H0) a 

distribuição acumulada de T SOB H0 
tobs é o valor realmente observado de T
P-valor é P(T > tobs | H0 ) = 1 – FT(tobs | H0)
Se P-valor é pequeno, rejeitamos H0

Pequeno significa menor que α , 
tipicamente  menor que 0.05 ou 0.01
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Para quê um teste Monte CarloPara quê um teste Monte Carlo??

P-valor é P(T > tobs | H0 ) = 1 – FT(tobs | H0)
Mas nem sempre conseguimos obter a 

distribuição FT(t) de T analiticamente ou mesmo de 
forma aproximada.

Mas às vezes conseguimos SIMULAR por Monte 
Carlo a distribuição de T sob H0

 Isto é, geramos tantos valores de T quanto 
quisermos sob H0 

Faça um histograma dos valores obtidos e isto dá 
uma excelente idéia do que é a densidade de T
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Simulando T e fazendo histogramaSimulando T e fazendo histograma

Histograma de 10 mil valores de T

Curva de densidade superimposta 
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3- 3- Teste Monte Carlo ConvencionalTeste Monte Carlo Convencional  

p= PU 0≥U =g /m

- Genericamente, atende aos casos em que a distribuição da 
estatística de teste, sob H0, não é conhecida. Se baseia em gerar  
m-1 Estatísticas ti’s sob H0  usando-se a própria amostra. A 
estimativa do valor-p por este procedimento é:

          n° de estatísticas ti’s excedendo u.

A inconveniência  deste procedimento está relacionada à 

escolha de m  (geralmente 1000). Pode tornar-se custoso 
computacionalmente. Seria necessário gerar  
m-1 ti’s?

g :
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Interpretação intuitiva da 
proposta seqüencial

4-4-Teste Monte Carlo SeqüencialTeste Monte Carlo Seqüencial
BESAG AND CLIFFORD (1991)BESAG AND CLIFFORD (1991)
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4- 4- Teste Monte Carlo Seqüencial
BESAG AND CLIFFORD (1991)

 -Se baseia em gerar Estatísticas ti’s sob H0  até que sejam 
obtidos h  ti´s maiores ou iguais a u ou até que o n° de 
simulações atinja n-1. A estimativa do valor-p por este 
procedimento é:

l: N° de simulações no momento em que observou-se h ti’s≥u.

g : N° de ti´s excedendo u.

-Sob a hipótese nula, o valor-p obtido desta forma é exato, e 
tem uma distribuição discreta uniforme em:

pr={
g
l

g=h 

g1
n

 gh 

{h /h , h /h1,. . . , h /m , h−1/m , h−2/m , .. .,1 /m}⊂0,1 
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5- Escolha de 5- Escolha de nn no Procedimento  no Procedimento 
SeqüencialSeqüencial

No procedimento descrito na seção 4 a escolha de n é 
feita de maneira arbitrária, sem que sejam observadas as 
probabilidades dos erros tipo I e tipo II. É possível mostrar que 
se fizermos: 

• O nível de significância não é afetado;
• O poder se mantém constante. 

  

            

n≥h /α 1
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5- Escolha de 5- Escolha de nn no Procedimento  no Procedimento 
Seqüencial MCSeqüencial MC

Então, seria conveniente usarmos                  , 
pois para os casos em que H0 é falsa, o tempo 
de execução do procedimento é reduzido 
significativamente, sem perda de poder e com o 
mesmo nível de significância.

                      Por exemplo, para h = 5: 
                                             n        E(L) sob H0

                                          1001            31
                                          101              19 

n=h /α 1
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6- Escolhas de 6- Escolhas de mm no MC  no MC 
convencionalconvencional

• Para que o procedimento MC convencional tenha poder 

maior que zero, é necessário que  n seja no 
mínimo 1/α. Por exemplo, para α=0.01, n deve ser no 
mínimo 100.

•Devemos sempre escolher  n como múltiplo de 1/α. 
Para α=0.01, n deve ser sempre múltiplo de 100, pois do 
contrário, o procedimento possivelmente terá um poder 
inferior a um outro que apresenta tempo de execução inferior. 
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7- Comparação dos poderes dos testes 7- Comparação dos poderes dos testes 

Monte Carlo convencional e seqüencialMonte Carlo convencional e seqüencial
7.1- Equivalência em poder 7.1- Equivalência em poder 

Qual é o esquema seqüencial que 
corresponde, em termos de poder, ao 
teste de Monte Carlo convencional?

Para α e m  fixos, os poderes dos 
testes seqüencial e convencional são 
exatamente iguais se h = αm.
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7- Comparação dos poderes dos testes Monte 7- Comparação dos poderes dos testes Monte 

Carlo convencional e seqüencialCarlo convencional e seqüencial
7.2- Cotas para a diferença de poder7.2- Cotas para a diferença de poder

D  P =[ ∑
y=0

αm−1

m−1
y Py

1−P 
m− y−1

−∑
x=0

h−1

h /α −1
x P x

1−P 
 h /α − x−1]

Mostrou-se que, os limites de variação da expressão abaixo, representam 
cotas para a diferença de poder entre MC convencional e seqüencial.   

Figura 1 – Variação de D(P). Curvas 
para h = 5, 10, 15,... 45.
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7- Comparação dos poderes dos testes 7- Comparação dos poderes dos testes 

Monte Carlo convencional e seqüencialMonte Carlo convencional e seqüencial
7.2- Cotas para a diferença de poder7.2- Cotas para a diferença de poder

 Figura 2- Função poder
 m1=100 (ou h=5), m2=1000 (ou h=50) e m3= 10000 (ou h=500)

1,256250.029558940

1,43728,60.047324335

1,66833,30.067858430

1,991040 0.092124225

2,491350 0.121702520

3,321766,70.159482815

5,52251000.211759910

9,89502000.29797465

TC/TS 
mínimo

TC/TS 
médi

o

TC/TS 
máximo

m = 1000h
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8- 8- Análise Empírica do PoderAnálise Empírica do Poder

• Mapa do acervo Satscan com 32 áreas;

• Estratégia de simulação

   - Fixar cenário a partir da razão p/r ;

   - Simular 1000 amostras de casos para cada cenário, 
induzindo um conglomerado por amostra;

   - Verificar o percentual de vezes em que se rejeitava a 
hipótese nula ao se utilizar o teste seqüencial, com um 
nível de significância de 5%. 

Abordagem 1: Gerar dados sob condições controladas e aplicar a 
estatística Varredura espacial com MC convencional e sequencial.
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8-8-  Análise Empírica do Poder – Análise Empírica do Poder – Abordagem 1Abordagem 1
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8- Análise Empírica do Poder8- Análise Empírica do Poder
Abordagem 2: Utilização dos dados do acervo Benchmark, 
que pode ser obtido no endereço www.satscan.com. 

Aplicando-se o procedimento seqüencial, para 
as mil primeiras configurações, a hipótese nula foi 
rejeitada 87.4% das vezes, e aplicando-se o teste de 
varredura espacial convencional, rejeitou-se a 
hipótese nula para 88.4%  das configurações. Uma 
diferença de 0,01 entre os poderes. 
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9- Análise Empírica do Tempo de 9- Análise Empírica do Tempo de 
execuçãoexecução

O interesse é verificar a vantagem que constitui, em 
termos do tempo de execução do teste Monte Carlo, utilizar o 
teste seqüencial em substituição ao convencional. 

Aplicou-se o teste Varredura espacial no software 
Satscan utilizando-se dados gerados aleatoriamente.

Para h=5, α  = 0.05,  n =101 e m =1000, o procedimento 
convencional foi executado em 82 minutos, enquanto que para o 
mesmo banco de dados, o seqüencial seria operacionalizado em 
no máximo 12 minutos. 
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10- Discussões10- Discussões
O uso do teste Monte Carlo seqüencial, em 

substituição ao convencional, é viável e conveniente pois é 
sempre possível realizá-los com o mesmo poder, mas 
com o seqüencial apresentando tempos de execução 
esporadicamente inferiores. 

Também é possível formular testes seqüenciais 
com tempos sempre inferiores  e que acarretam em 
pouca diminuição de poder, apresentando tempos de 
execução significativamente inferiores.

Poderíamos citar como exemplo de 
substituição o teste Varredura espacial, que poderia 
ser facilmente adaptado no software Satscan para obter o 
valor-p via metodologia seqüencial de MC.  
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